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”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e

L. G´a˚r‹n˚i`eˇrffl, L`a˜bˆo˘r`a˚t´o˘i˚r`e I”n˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`qfi˚u`e `d`e B`o˘u˚r`g´oˆg›n`e

29 ”m`a˚r¯s 2023, 18:44

T`a˜b˝l´e `d`eṡ ”m`a˚tˇi`èˇr`eṡ
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1.4 D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.1C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.2C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.3C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.5 A˚u`g›m`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl `d`e´gˇr`é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`eṡ ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`eṡ 13
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1 C`o˘u˚r˜bfleṡ `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl

1.1 D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ
L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l −→P `eˇt `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ¯p`o“n`d`éˇr`éṡ `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl `a˜f¨fˇi‹n`e

P ¯sfi`o“n˚t ˚r`e´gˇr`o˘u¯p`éṡ `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e P̃ `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯p`a˚rffl :

P̃ = (P × R
∗) ∪

(−→P × {0}
)

(1)

`eˇt ˚i˜l `eṡfi˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `dffl’˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`eˇrffl P̃ `àffl P̃ =
−→P ⊕ −→

R . L’˚i`d`é´e `eṡfi˚t `d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl `a˜f¨fˇi‹n`e P
`c´o“m‹m`e ˚u‹nffl ˛h‹yṗ`eˇr¯p˜l´a‹nffl `d`e P̃ `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl ω = 1 : ˜l´affl `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e ¯sfi˚u¯p¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´e
˜l´e ¯p`o˘i`d¯s `d˚uffl ¯p`o˘i‹n˚t ¯p`o“n`d`éˇr`é. U”nffl ¯p`o˘i‹n˚t ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e `eṡfi˚t ¯sfi`o˘i˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ¯p`o“n`d`éˇr`é `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl P ,
¯sfi`o˘i˚t ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l −→P `àffl `qfi˚u˚iffl ”n`o˘u¯s `a˜f¨f´e´cˇt´o“n¯s ˚u‹nffl ¯p`o˘i`d¯s ”n˚u˜l.

R`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´e ˜bˆa˚r‹y´c´e›n˚tˇr`e `dffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ¯p`o“n`d`éˇr`éṡ `d`o“n˚t ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`eṡ
¯p`o˘i`d¯s `eṡfi˚t ”n˚u˜l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t, ”m`a˚i¯s ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl :

−→u =
∑

i∈I

ωi

−−→
MAi

`qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚i‹n`d`éṗ`e›n`d`a‹n˚t `d˚uffl ¯p`o˘i‹n˚t M . I˜l `eṡfi˚t `d`o“n`c ”n`a˚tˇu˚r`e¨l `d`e ˚r`e´gˇr`o˘u¯p`eˇrffl `d`a‹n¯s ˚u‹nffl ”m`ê›m`e `eṡfi¯p`a`c´e
˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ¯p`o“n`d`éˇr`éṡ `d`e P `eˇt ˜l´eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e −→P , ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`é `àffl ˜l„˛h‹yṗ`eˇr¯p˜l´a‹nffl `d`e P̃ `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl
ω = 0. Ǹo˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `a˚i‹n¯sfi˚iffl `g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ”n`o˘tˇi`o“nffl `d`e ˜bˆa˚r‹y´c´e›n˚tˇr`e `a˚u‹x ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eṡ `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ
¯p`o“n`d`éˇr`éṡ `d`o“n˚t ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`eṡ ¯p`o˘i`d¯s `eṡfi˚t ”n˚u˜l¨l´e.

A˜fˇi‹nffl `d`e ¯p`o˘u‹vˆo˘i˚rffl ”m`a‹n˚i¯p˚u˜l´eˇrffl, `d`e ˜f´a`ç´o“nffl ˚tˇr`èṡ ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e `eˇt ˚tˇr`èṡ ¯p`é´d`a`g´oˆgˇi`qfi˚u`e, ˜l´eṡ `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´eṡ
`d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `o˘uffl `d`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s, ”n`o˘u¯s `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s ˜l„`op̧`éˇr`a˚tˇi`o“nffl `dffl’`a`d`d˚i˚tˇi`o“nffl `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t `qfi˚u`e `d`eṡ
`c´o“n`c´eṗ˚tṡ ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t ˚i‹n˚t´eˇr‹vfle›n˚i˚rffl `d`eṡ ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`o“n¯s `a˜f¨fˇi‹n`eṡ `o˘uffl ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´eṡ ¯p˜l´a‹n`eṡ. A˚i‹n¯sfi˚iffl,
˜l„`a`d`d˚i˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e P̃ , ”n`o˘t´é´e ⊕, `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e `d`e ˜l´affl ˜f´a`ç´o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e :

• ω + µ = 0 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e :

(M ;ω) ⊕ (N ;µ) = (M ;ω) ⊕ (N ; −ω) =
(
ω

−−→
NM ; 0

)

• (M ;ω) ⊕ (M ; −ω) =
(
ω

−−→
MM ; 0

)
=
(−→

0 ; 0
)
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• ω + µ 6= 0 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e :

(M ;ω) ⊕ (N ;µ) =
(
bar

{
(M ;ω) ; (N ;µ)

}
;ω + µ

)

• (−→u ; 0) ⊕ (−→v ; 0) = (−→u + −→v ; 0)

• ω 6= 0 =⇒ (M ;ω) ⊕ (−→u ; 0) =
(
T 1

ω

−→u (M) ;ω
)

`o˘ùffl T−→v `eṡfi˚t ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜l´a˚tˇi`o“nffl `d`e P `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
−→v .

R`e›m`a˚r`qfi˚u`o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´e ˜bˆa˚r‹y´c´e›n˚tˇr`e `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ¯p`o“n`d`éˇr`éṡ (M ;ω) `eˇt (N ;µ), `a‹vfle´c ˜l´affl `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl
ω + µ 6= 0, ¯s’`e›xṗ˚r˚i‹m`e ˚tˇr`èṡ ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜l´a˚tˇi`o“nffl :

(M ;ω) ⊕ (N ;µ) = (M ;ω + µ) ⊕ (M ; −µ) ⊕ (N ;µ)

= (M ;ω + µ) ⊕
(
µ

−−→
MN ; 0

)

=
(

T µ

ω+µ

−−→
MN

(M) ;ω + µ

) (2)

`eˇt ¯sfi˚iffl α, µ `eˇt ω ¯sfi`o“n˚t ˚tˇr`o˘i¯s ”n`o“m˜b˘r`eṡ ”n`o“nffl ”n˚u˜lṡ, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(M ;αω) ⊕ (α−→u ; 0) =
(
T 1

ω

−→u (M) ;αω
)

(3)

`dffl’˚u‹n`e ¯p`a˚r˚t `eˇt :
(M ;αω) ⊕ (N ;αµ) =

(
bar

{
(M ;ω) ; (N ;µ)

}
;α (ω + µ)

)
(4)

`dffl’`a˚u˚tˇr`e ¯p`a˚r˚t. D`e ¯p˜lˇu¯s, ¯sfi˚iffl ω + µ 6= 0, `a˜l´o˘r¯s, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(M ;ω) ⊕ (M ;µ) = (M ;ω + µ) (5)

S̊u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e P̃ , ”n`o˘u¯s `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e, ”n`o˘t´é´e ⊙, `d`e ˜l´affl
˜f´a`ç´o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e :

• α 6= 0 =⇒ α ⊙ (M ;ω) = (M ;α ω)

• ω 6= 0 =⇒ 0 ⊙ (M ;ω) =
(−→

0 ; 0
)

• α ⊙ (−→u ; 0) = (α−→u ; 0)

Ǹo˘t´o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl α⊙ (M ;ω) ¯p`eˇr‹m`eˇt `dffl’`e›x‚h˚i˜bfleˇrffl ˜l´affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e ¯p˚r`o˝f´o“n`d`e `e›n˚tˇr`e
˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `eˇt ˜l„˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`eṡ `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´eṡ ˛h`o“m`oˆg´è›n`eṡ `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a`d˚r`e
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`d`e ˜l´affl `g´é´o“m`éˇtˇr˚i`e ¯p˚r`oj̧´e´cˇtˇi‹vfle. D`e ¯p˜lˇu¯s, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (3) ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e :

(M ;αω) ⊕ (α−→u ; 0) = α ⊙ ((M ;ω) ⊕ (−→u ; 0)) (6)

1.2 C`o˘u˚r˜bfleṡ `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ `d`a‹n¯s ˜P
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl n ”n`o“nffl ”n˚u˜l, Bi,n (t) `d`éṡfi˚i`g›n`e ˜l´e 1 + i-`è›m`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e B`eˇr‹n¯sfi˚t´eˇi‹nffl.

S̀o˘i˚t (Pi;ωi)i∈[[0;n]] n + 1 ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e P̃ .
S̀o˘i˚t I ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚i‹n`d˚i`c´eṡ `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `a‹y´a‹n˚t `d`eṡ ¯p`o˘i`d¯s ”n`o“nffl ”n˚u˜lṡ.
S̀o˘i˚t J ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚i‹n`d˚i`c´eṡ `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `a‹y´a‹n˚t `d`eṡ ¯p`o˘i`d¯s ”n˚u˜lṡ.
S̀o˘i˚t ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ωf `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯sfi˚u˚rffl [0; 1] ¯p`a˚rffl :

ωf (t) =
∑

i∈I

ωi ×Bi,n (t)

U”nffl ¯p`o˘i‹n˚t ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e (M ;ω) `o˘uffl (−→u ; 0) `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `àffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ
”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Pi;ωi)i∈[[0;n]] , ”n`o˘t´é´e BR

{
(Pi;ωi)i∈[[0;n]]

}
, ¯s’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ˚r`é´e¨l t0

`d`e [0; 1] ˚t´e¨l `qfi˚u`e :

• ¯sfi˚iffl ωf (t0) 6= 0 `a˜l´o˘r¯s, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :




−−→
OM =

1

ωf (t0)

∑

i∈I

ωiBi,n (t0)
−−→
OPi +

1

ωf (t0)

∑

i∈J

Bi,n (t0)
−→
Pi

ω = ωf (t0)

(7)

• ¯sfi˚iffl ωf (t0) = 0 `a˜l´o˘r¯s, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

−→u =
∑

i∈I

ωiBi,n (t0)
−−→
OPi +

∑

i∈J

Bi,n (t0)
−→
Pi (8)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

1 C`o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e I `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ”n`o“nffl ”v˘i`d`e. S̊iffl J ˜l„`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `a˜f¨fˇi‹n`e
(−−→
OPi

)
i∈I

`eˇt ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e
(−→
Pi

)
i∈J

.
L`affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `éˇt´a‹n˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `eˇt `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ¯p`o“n`d`éˇr`éṡ `d`o“n˚t

˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`eṡ ¯p`o˘i`d¯s ”vˆa˚u˚t 1, `e¨l¨l´e ”n`e `d`éṗ`e›n`dffl ¯p`a¯s `d˚uffl ¯p`o˘i‹n˚t O `c‚h`o˘i¯sfi˚iffl. I˜l `eṡfi˚t `c´o“n‹n˚uffl `qfi˚u`e
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¯sfi˚iffl P0 `eˇt P1 ¯sfi`o“n˚t `d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚tṡ (`a˜f¨fˇi‹n`eṡ) `o˘uffl `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl Pn−1 `eˇt Pn ¯sfi`o“n˚t `d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚tṡ (`a˜f¨fˇi‹n`eṡ)
`dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e `d`e `d`e´gˇr`é n, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˚t´a‹n`g´e›n˚t´e `e›nffl P0 `eṡfi˚t ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e (P0P1)

`eˇt ˜l´affl ˚t´a‹n`g´e›n˚t´e `e›nffl Pn `eṡfi˚t ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e (PnPn−1). L’˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”n`o˘u¯s
¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e ˚tˇr`a`c´eˇrffl `d`eṡ ˜b˘r`a‹n`c‚h`eṡ ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`eṡ `eˇt `d`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi`eˇrffl ˜l´eṡ `d˚r`o˘i˚t´eṡ `a¯sfi‹y›m¯p˚t´o˘t´eṡ `eˇt ˜l´eṡ
`d˚i˚r`e´cˇtˇi`o“n¯s `a¯sfi‹y›m¯p˚t´o˘tˇi`qfi˚u`eṡ.

L`o˘r¯sfi`qfi˚u`e ”n`o˘u¯s ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`o“n¯s ˚u‹n`e ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`a˚tˇi`o“nffl ”n`o“nffl `o˝bj̧´eˇt, ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“m‹m`oˆd`e `dffl’˚i‹n˚tˇr`oˆd˚u˚i˚r`e

χ R −→ R
∗

0 7−→ 1

x 6= 0 7−→ x

(9)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

2 F̀o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p¯sfi`eˇu`d`o-˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é

L`affl ”n`o˘t´a˚tˇi`o“nffl P̃i `d`éṡfi˚i`g›n`e ¯sfi`o˘i˚t ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl −−→
OPi ¯sfi`o˘i˚t ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl −→

Pi.
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Ǹo˘t´a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

1

E”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (9), ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s ¯sfi˚i‹m¯p˜lˇi˜fˇi`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (7).

S̀o˘i˚t (Pi;ωi)i∈[[0;n]] n + 1 ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e P̃ .
A˜l´o˘r¯s :

• ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (7) `d`e›v˘i`e›n˚t :





−−→
OM =

1
n∑

i=0

ωi × Bi,n (t)

n∑

i=0

χ (ωi)Bi,n (t0) P̃i

ω = ωf (t0)

(10)

• ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (8) `d`e›v˘i`e›n˚t :
−→u =

n∑

i=0

χ (ωi)Bi,n (t0) P̃i (11)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

1 E`cˇr˚i˚tˇu˚r`e ¯sfi‹y›n˚t‚h`éˇtˇi`qfi˚u`e `dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl
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1.3 P̊r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tˇi`e¨l¨l´eṡ `d`eṡ `c´o˘u˚r˜bfleṡ `d`e
B`éˇzˇi`eˇrffl `e›nffl 0 `eˇt 1

Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

S̀o˘i˚t n ˚u‹nffl `e›n˚tˇi`eˇrffl ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl 2. S̀o˘i˚t ω0 ˚u‹nffl ˚r`é´e¨l ”n`o“nffl ”n˚u˜l. S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle
`d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (P0;ω0), (P1;ω1) `eˇt ...

D`eˇu‹x `c´a¯s ¯sfi`o“n˚t `àffl `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`gˇu`eˇrffl :

➢ ¯sfi˚iffl ω1 = 0 `eˇt −→
P1, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `àffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `e›nffl P0 `eṡfi˚t :

d

dt

−−−−−→
OMn (0) =

n

ω0

−→
P1 (12)

➢ ¯sfi˚iffl ω1 6= 0, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `àffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `e›nffl P0 `eṡfi˚t :

d

dt

−−−−−→
OMn (0) = n

ω1

ω0

−−→
P0P1 (13)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

1

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

:
S̀o˘i˚t n ˚u‹nffl `e›n˚tˇi`eˇrffl ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl 2, ω0 ”n`o“nffl ”n˚u˜l. P̀oşfi`o“n¯s :





−→n3 (t) =
∑

k∈[[3;n]]∩I

ωiBk,n (t)
−−→
OPk +

n∑

k∈[[2;n]]∩J

Bk,n (t)
−→
Pk

d (t) =
n∑

k=3

ωiBk,n (t)

`eˇt ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `é´cˇr˚i˚r`e :
−→n3 (t) =

∑

k∈[[3;n]]

χ (ωi)Bk,n (t) P̃k

`o˘ùffl P̃k =
−−→
OPk ¯sfi˚iffl ωk 6= 0 `eˇt P̃k =

−→
Pk ¯sfi˚iffl ωk = 0.





−→n (t) = ω0 (1 − t)n −−→
OP0 + nχ (ω1) t (1 − t)n−1

P̃1 + χ (ω2)
n (n− 1)

2
t2 (1 − t)n−2

P̃2 + −→n3 (t)

ω (t) = ω0 (1 − t)n + nω1t (1 − t)n−1 + ω2
n (n − 1)

2
t2 (1 − t)n−2 + d (t)

(14)
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S̊iffl ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :
ω (t) 6= 0

`a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t Mn (t) `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯p`a˚rffl

−−−−−→
OMn (t) =

1

ω (t)
−→n (t)

Ǹo˘u¯s `o˝b˘t´e›n`o“n¯s `d`o“n`c :

d

dt
−→n (t) = −nω0 (1 − t)n−1 −−→

OP0 + nχ (ω1) (1 − t)n−1
P̃1 + −→ϕ (t)

`a‹vfle´c −→ϕ (0) =
−→
0 `dffl’˚u‹n`e ¯p`a˚r˚t `eˇt :

d′ (t) = −nω0 (1 − t)n−1 + nω1 (1 − t)n−1 + ψ (t)

`a‹vfle´c ψ (0) = 0 `dffl’`a˚u˚tˇr`e ¯p`a˚r˚t. Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :




−→n (0) = ω0
−−→
OP0

ω (0) = ω0

d

dt
−→n (0) = −nω0

−−→
OP0 + nχ (ω1) P̃1

ω′ (0) = n (ω1 − ω0)

`c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n`d˚u˚i˚t `àffl :

d

dt

−−−−−→
OMn (0) =

1

ω (0)

d

dt
−→n (0) − ω′ (0)

ω2 (0)
−→n (0)

=
1

ω0

(
−nω0

−−→
OP0 + nχ (ω1) P̃1

)
− n (ω1 − ω0)

ω2
0

ω0
−−→
OP0

=
1

ω0

(
nχ (ω1) P̃1 − nω1

−−→
OP0

)

`eˇt `d`eˇu‹x `c´a¯s ¯sfi`o“n˚t `àffl `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`gˇu`eˇrffl :

➢ ¯sfi˚iffl ω1 = 0, ”n`o˘u¯s `o˝b˘t´e›n`o“n¯s :
d

dt

−−−−−→
OMn (0) =

n

ω0

−→
P1

`eˇt ¯sfi˚iffl −→
P1 =

−→
0 `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t P0 `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e ;
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➢ ¯sfi˚iffl ω1 6= 0, ”n`o˘u¯s `o˝b˘t´e›n`o“n¯s :
d

dt

−−−−−→
OMn (0) = n

ω1

ω0

−−→
P0P1

�

S̀o˘i˚t n ˚u‹nffl `e›n˚tˇi`eˇrffl ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl 2. S̀o˘i˚t ω0 ˚u‹nffl ˚r`é´e¨l ”n`o“nffl ”n˚u˜l. S̀o˘i˚t ˚u‹n`e
`c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (P0;ω0), (P1;ω1) `eˇt ...

S̊iffl −→
P1 =

−→
0 (`d`o“n`c ω1 = 0) `o˘uffl P0 = P1 `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t P0 `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e
✿✿✿

1 P̀o˘i‹n˚tṡ ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e `e›nffl 0

E˚t´a‹n˚t `d`o“n‹n`é ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `d`eṡ `c´o˘u˚r˜bfleṡ `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl, ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `é›n`o“n`c´eˇrffl :

S̀o˘i˚t ωn ˚u‹nffl ˚r`é´e¨l ”n`o“nffl ”n˚u˜l. S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e `d`e´gˇr`é n, `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ
`d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ..., (Pn−1;ωn−1), (Pn;ωn).

D`eˇu‹x `c´a¯s ¯sfi`o“n˚t `àffl `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`gˇu`eˇrffl :

➢ ¯sfi˚iffl ωn−1 = 0 `eˇt −−→
Pn−1 6= −→

0 , ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `àffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `e›nffl Pn `eṡfi˚t :

d

dt

−−−−−→
OMn (1) = − n

ωn

−−→
Pn−1 (15)

➢ ¯sfi˚iffl ωn−1 6= 0, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `àffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `e›nffl Pn `eṡfi˚t :

d

dt

−−−−−→
OMn (1) = −nωn−1

ωn

−−−−→
PnPn−1 (16)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

2

S̀o˘i˚t ωn ˚u‹nffl ˚r`é´e¨l ”n`o“nffl ”n˚u˜l. S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e `d`e´gˇr`é n, `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ
”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ..., (Pn−1;ωn−1), (Pn;ωn).

S̊iffl −−→
Pn−1 =

−→
0 (`d`o“n`c ωn−1 = 0) `o˘uffl Pn = Pn−1 `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t Pn `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t

¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e
✿✿✿

2 P̀o˘i‹n˚tṡ ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e `e›nffl 1
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1.4 D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl
1.4.1 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 2

L’`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e 1 `d`éˇt´a˚i˜l¨l´e ˜l´eṡ `éˇt´a¯p`eṡ `d`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl
`dffl’˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `àffl ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e.

E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e : T˚r`o˘i¯s ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0), (P1;ω1) `eˇt (P2;ω2).

1. C‚h`o˘i‹x `d`e t `d`a‹n¯s ]0; 1[

2. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q0;α0) = (1 − t) ⊙ (P0;ω0) ⊕ t⊙ (P1;ω1)

3. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q1;α1) = (1 − t) ⊙ (P1;ω1) ⊕ t⊙ (P2;ω2)

4. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (R0;̟0) = (1 − t) ⊙ (Q0;α0) ⊕ t⊙ (Q1;α1)

S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e : L`e ¯p`o˘i‹n˚t ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e (R0;̟0) `d`e ˜l„`a˚r`c `d`e `c´o˘u˚r˜bfle ”m`oˆd`é¨lˇi¯sfi`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e
B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (P0;ω0), (P1;ω1) `eˇt (P2;ω2).

Algorithme 1 : A˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ, `c´a¯s
`qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e.

1.4.2 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 3

L’`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e 2 `d`éˇt´a˚i˜l¨l´e ˜l´eṡ `éˇt´a¯p`eṡ `d`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl
`dffl’˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e `àffl ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e.

1.4.3 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 4

L’`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e 3 `d`éˇt´a˚i˜l¨l´e ˜l´eṡ `éˇt´a¯p`eṡ `d`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl
`dffl’˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e `àffl ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e.
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E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e : Q˚u`a˚tˇr`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2) `eˇt (P3;ω3).

1. C‚h`o˘i‹x `d`e t `d`a‹n¯s ]0; 1[

2. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q0;α0) = (1 − t) ⊙ (P0;ω0) ⊕ t⊙ (P1;ω1)

3. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q1;α1) = (1 − t) ⊙ (P1;ω1) ⊕ t⊙ (P2;ω2)

4. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q2;α2) = (1 − t) ⊙ (P2;ω2) ⊕ t⊙ (P3;ω3)

5. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (R0; β0) = (1 − t) ⊙ (Q0;α0) ⊕ t⊙ (Q1;α1)

6. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (R1; β1) = (1 − t) ⊙ (Q1;α1) ⊕ t⊙ (Q2;α2)

7. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (S0;̟0) = (1 − t) ⊙ (R0; γ0) ⊕ t⊙ (R1; γ1)

S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e : L`e ¯p`o˘i‹n˚t ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e (S0;̟0) `d`e ˜l„`a˚r`c `d`e `c´o˘u˚r˜bfle ”m`oˆd`é¨lˇi¯sfi`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e
B`éˇzˇi`eˇrffl `cˇu˜b˘i`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2) `eˇt (P3;ω3).

Algorithme 2 : A˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ, `c´a¯s
`cˇu˜b˘i`qfi˚u`e.
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E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e : C˚i‹n`q ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2), (P3;ω3) `eˇt (P4;ω4).

1. C‚h`o˘i‹x `d`e t `d`a‹n¯s ]0; 1[

2. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q0;α0) = (1 − t) ⊙ (P0;ω0) ⊕ t⊙ (P1;ω1)

3. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q1;α1) = (1 − t) ⊙ (P1;ω1) ⊕ t⊙ (P2;ω2)

4. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q2;α2) = (1 − t) ⊙ (P2;ω2) ⊕ t⊙ (P3;ω3)

5. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (Q3;α3) = (1 − t) ⊙ (P3;ω3) ⊕ t⊙ (P4;ω4)

6. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (R0; β0) = (1 − t) ⊙ (Q0;α0) ⊕ t⊙ (Q1;α1)

7. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (R1; β1) = (1 − t) ⊙ (Q1;α1) ⊕ t⊙ (Q2;α2)

8. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (R2; β2) = (1 − t) ⊙ (Q2;α2) ⊕ t⊙ (Q3;α3)

9. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (S0; γ0) = (1 − t) ⊙ (R0; β0) ⊕ t⊙ (R1; β1)

10. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (S1; γ1) = (1 − t) ⊙ (R1; β1) ⊕ t⊙ (R2; β2)

11. C`a˜l´cˇu˜l `d`e (T0;̟0) = (1 − t) ⊙ (S0; γ0) ⊕ t⊙ (S1; γ1)

S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e : L`e ¯p`o˘i‹n˚t ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e (T0;̟0) `d`e ˜l„`a˚r`c `d`e `c´o˘u˚r˜bfle ”m`oˆd`é¨lˇi¯sfi`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e
B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2),
(P3;ω3) `eˇt (P4;ω4).

Algorithme 3 : A˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e D`e C`a¯sfi˚t´e¨lj̇´a˚uffl `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ, `c´a¯s
`qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e.
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1.5 A˚u`g›m`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl `d`e´gˇr`é
I˜l `eṡfi˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e, `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e 4, `d`e ”m`oˆd`é¨lˇi¯sfi`eˇrffl ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`affl-

˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `d`e `d`e´gˇr`é n ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `d`e `d`e´gˇr`é n + 1.

E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e :E”n˚tˇr`é´e : n + 1 ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Pi;ωi)0≤i≤n.

1. (Q0;W0) = (n + 1) ⊙ (P0;w0)

2. S̀o˘i˚t m = n + 1. (Qn+1;Wn+1) = (n+ 1) ⊙ (Pn;ωn)

3. P̀o˘u˚rffl k ∈ [[1;n]], (Qk;Wk) = k ⊙ (Pk−1;ωk−1) ⊕ (n+ 1 − k) ⊙ (Pk;ωk)

S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e :S̀o˘r˚tˇi`e : n + 2 ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Qi;Wi)0≤i≤n+1.

Algorithme 4 : E˜l´é›vˆa˚tˇi`o“nffl `d˚uffl `d`e´gˇr`é `dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `d`e `d`e´gˇr`é n.

L`affl ˜bˆo˘u`c¨l´e `d˚uffl F̀o˝lˇi˚u‹mffl `d`e D`eṡfi`c´a˚r˚t´eṡ ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´é´e ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e
`cˇu˜b˘i`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (P0; 1), (a0

−→ı ; 0), (a0
−→ ; 0) `eˇt (P0; 1) ”vˆaffl `êˇtˇr`e ”m`oˆd`é¨lˇi¯sfi`é´e

¯p`a˚rffl ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Q0;̟0),
(Q1;̟1), (Q2;̟2), (Q3;̟3) `eˇt (Q4;̟4) `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e 4. Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s n = 3 `eˇt
m = 4 `dffl’`o˘ùffl :

1. (Q0;W0) = 4 ⊙ (P0; 1) = (P0; 4)

2. (Q4;W4) = 4 ⊙ (P0; 1) = (P0; 4)

3. P̀o˘u˚rffl k = 1.

(Q1;W1) = 1 ⊙ (P0; 1) ⊕ 3 ⊙ (a0
−→ı ; 0)

= (P0; 1) ⊕ (3a0
−→ı ; 0)

= (T3a0
−→ı (P0) ; 1)

=⇒ Q1 (3a0; 0) `eˇt W1 = 1.

4. P̀o˘u˚rffl k = 2.

(Q2;W2) = 2 ⊙ (a0
−→ı ; 0) ⊕ 2 ⊙ (a0

−→ ; 0)

12



= (2a0
−→ı + 2a0

−→ ; 0)

=⇒ −→
Q2 = 2a0

−→ı + 2a0
−→ `eˇt W2 = 0.

5. P̀o˘u˚rffl k = 3.

(Q3;W3) = 3 ⊙ (a0
−→ ; 0) ⊕ 1 ⊙ (P0; 1)

= (P0; 1) ⊕ (3a0
−→ ; 0)

=
(
T3a0

−→ (P0) ; 1
)

=⇒ Q3 (0; 3a0) `eˇt W3 = 1.

L`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`eṡ ¯sfi`o“n˚t (P0; 4),
Q1 (3a0; 0) `d`e ¯p`o˘i`d¯s W1 = 1, −→

Q2 = 2a0
−→ı + 2a0

−→ `d`e ¯p`o˘i`d¯s W2 = 0, Q3 (0; 3a0) `d`e ¯p`o˘i`d¯s
W3 = 1 `eˇt (P0; 4). L`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`o˘u˜b˝l´eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e `d`eṡ `a˚u˚tˇr`eṡ `c´o˘u˚r˜bfleṡ ¯sfi`o“n˚t (P0; 1) : `e›nffl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ ¯p`a˚rffl 1

4
, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s (P0; 1), Q1 (3a0; 0) `d`e ¯p`o˘i`d¯s

W1 = 1
4
, −→
Q2 = 1

2
a0

−→ı + 1
2
a0

−→ `d`e ¯p`o˘i`d¯s W2 = 0, Q3 (0; 3a0) `d`e ¯p`o˘i`d¯s W3 = 1
4
`eˇt (P0; 1), ˜fˇi`gˇu˚r`e 1.

2 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`eṡ ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`eṡ

2.1 D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `eˇt ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ˜f´o“n`d`a‹m`e›n˚t´a˜l
L`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e ¯p`eˇr‹m`eˇt `dffl’`o˝b˘t´e›n˚i˚rffl, ¯sfi`a‹n¯s `a˚u`g›m`e›n˚t´eˇrffl ˜l´e `d`e´gˇr`é `d`e ˜l´affl

`c´o˘u˚r˜bfle, ˜l´affl ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e γ ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e [α; β] `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle
`d`e B`éˇzˇi`eˇrffl γ ◦ h ¯sfi˚u˚rffl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e [0; 1]. E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚r`e ˚u‹n`e
`c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ¯p`o˘u˚rffl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´eˇrffl γ, ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e [α; +∞] `o˘uffl [−∞; β] `e›nffl ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t ¯sfi˚u˚rffl
˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e [0; 1]. L`affl ¯sfi`eˇu˜l´e ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `eṡfi˚t : α 6= −∞ `eˇt β 6= +∞. Ǹo˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `d`o“n`c
`o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l„˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ˜fˇi‹n˚i`e 0 `o˘uffl 1 ”v˘i`affl γ ◦ h `a˜l´o˘r¯s `qfi˚uffl’`e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle
˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e γ, `eˇt `e›nffl ¯p`a˚r`oˆd˚i`a‹n˚t W`oˆoˆd‹y A˜l¨l´e›nffl : « ˜l„˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl `c’`eṡfi˚t ˜l´o˘i‹nffl, ¯sfi˚u˚r˚t´o˘u˚t ”vfleˇr¯s ˜l´affl ˜fˇi‹nffl ».
Ǹo˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `é›n`o“n`c´eˇrffl :
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3

4

5

6

x

y

qp rs

rs

(P0; 1)

(Q3; 2)

(Q1; 1)

(−→
P1; 0

)

(−→
P2; 0

)
(−→
Q2; 0

)

F̊i`gˇu˚r`e 1 – B`o˘u`c¨l´e `dffl’˚u‹nffl F̀o˝lˇi˚u‹mffl `d`e D`eṡfi`c´a˚r˚t´eṡ ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´é ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl
˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e `a‹vfle´c a0 = 2.
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C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e
S̀o˘i˚t γ ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e `d`e´gˇr`é n `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ((Pi;ωi))i∈[[0;n]]

.
S̀o˘i˚t ˜l´eṡ ˚r`é´e¨lṡ a, b, c `eˇt d ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t :

∣∣∣∣∣∣∣

a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 (17)

S̀o˘i˚t h ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `d`e R `d`a‹n¯s R `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl :

h (u) =
a (1 − u) + b u

c (1 − u) + d u
(18)

A˜l´o˘r¯s γ ◦h `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e `d`e´gˇr`é n `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e
((Qi;̟i))i∈[[0;n]] `d`o“n˚t ˜l´eṡ `e›xṗ˚r`eṡfi¯sfi˚i`o“n¯s `d`éṗ`e›n`d`e›n˚t `d˚uffl `d`e´gˇr`é `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

3

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

:
✿✿✿✿✿

[2]
�

Ǹo˘t´o“n¯s `qfi˚u`e h `eṡfi˚t ”m`o“n`o˘t´o“n`e ¯p˚u˚i¯sfi`qfi˚u`e h′ (u) `eṡfi˚t `d˚uffl ¯sfi˚i`g›n`e `d`e :

∣∣∣∣∣∣∣

b− a a

d− c c

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

b a

d c

∣∣∣∣∣∣∣
= bc − ad 6= 0

”m`a˚i¯s ”n`o˘u¯s ”n`e ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s ¯p`a¯s ”m`oˆd˚i˜fˇi`eˇrffl ˜l´eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `d`e ˜f´a`ç´o“nffl ˚i‹n`d`éṗ`e›n`d`a‹n˚t´e `a˚u‹x
`e›xˇtˇr`é›m˚i˚t´éṡ `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle. D`e ¯p˜lˇu¯s, ˚i˜l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ˚r`é´gˇu˜lˇi`eˇrffl
`e›nffl ¯p`o˘i‹n˚t ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e.

Ǹo˘t´o“n¯s ˜l´e `c´a¯s ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t ¯p`eˇr‹m`eˇtˇt´a‹n˚t `d`e ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`eˇrffl ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `e›xˇtˇr`é-
”m`a˚u‹x ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e `c´eṡ `d`eˇr‹n˚i`eˇr¯s ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ (`a˜f¨fˇi‹n`eṡ). D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t
`d`e ¯p˚r`e›n`d˚r`e c = 1 `eˇt/`o˘uffl b = 1 ¯p`o˘u˚rffl ”n`e ¯p`a¯s ”m`oˆd˚i˜fˇi`eˇrffl `c´eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s.
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S̀o˘i˚t ((Pi;ωi))i∈[[0;n]] n+ 1 `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ.
S̀o˘i˚t γ ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e `d`e´gˇr`é n `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ((Pi;ωi))i∈[[0;n]] .
S̀o˘i˚t b `eˇt c `d`eˇu‹x ˚r`é´e¨lṡ ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ.S̀o˘i˚t h `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl :

h : R −→ R

u 7−→ b u

c (1 − u) + b u

(19)

`a˜l´o˘r¯s γ ◦ h `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ((Qi;̟i))i∈[[0;n]]

`a‹vfle´c : 



(Q0;̟0) = cn ⊙ (P0;ω0) =︸︷︷︸
¯sfi˚iffl ω0 6=0

(P0; c
n ω0)

(Qn;̟n) = bn ⊙ (Pn;ωn) =︸︷︷︸
¯sfi˚iffl ωn 6=0

(Pn; bnωn)

(20)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e
✿✿✿

3 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t 0 `eˇt 1

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

:
✿

[1]. Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s h (0) = 0 `eˇt h (1) = 1 `eˇt h `eṡfi˚t `cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e.
�

L`e ˚t´a˜b˝l´e´a˚uffl 1 `d`o“n‹n`e ˜l´eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `àffl ¯p˚r`e›n`d˚r`e `e›nffl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `d`e h (]0; 1[).

h (]0; 1[) Expression a b c d

]−∞;α1[, h (0) = α1 α1 − u

1 − u
=
α1 (1 − u) − u

1 − u
α1 −1 1 0

]−∞;α1[, h (1) = α1 α1 +
1 − u

−u =
(1 − u) − α1 u

−u 1 −α1 0 −1

]αi;αi+1[ αi + (αi+1 − αi) u = αi (1 − u) + αi+1u αi αi+1 1 1

]αq; +∞[, h (0) = αq αq +
u

1 − u
=
αq (1 − u) + u

1 − u
αq 1 1 0

T`a˜b˝l´e 1 – I”n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´eṡ `eˇt ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `d`e a, b, c `eˇt d `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (18).

16



(Q0;̟0) = (c− a)2 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 2 a (c− a) ⊙ (P1;ω1) ⊕ a2 ⊙ (P2;ω2)

(Q1;̟1) = (c− a) (d− b) ⊙ (P0;ω0) ⊕ (b c− 2 a b+ a d) ⊙ (P1;ω1) ⊕ a b⊙ (P2;ω2)

(Q2;̟2) = (d− b)2 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 2 b (d− b) ⊙ (P1;ω1) ⊕ b2 ⊙ (P2;ω2)

(22)

T`a˜b˝l´e 2 – P̀o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 4.

P̀o˝l›y›n`ô“m`e `d`e B`eˇr‹n¯sfi˚t´eˇi‹nffl `eˇt `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e
D`a‹n¯s ˜l´eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ `d`e B`eˇr‹n¯sfi˚t´eˇi‹nffl ”nffl’˚i‹n˚t´eˇr‹v˘i`e›n‹n`e›n˚t `qfi˚u`e t `eˇt 1− t. L`affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (18)
`c´o“n`d˚u˚i˚t `àffl :

1 − t =
(c− a) (1 − u) + (d− b) u

c (1 − u) + d u

C`o“m‹m`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ `d`e B`eˇr‹n¯sfi˚t´eˇi‹nffl ¯sfi`o“n˚t ˛h`o“m`oˆg´è›n`eṡ `d`e `d`e´gˇr`é n, ˜l´o˘r¯s `dffl’˚u‹nffl
`c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`eṡ ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`eṡ, ”n`o˘u¯s ¯p˚r`e›n`o“n¯s :





t = a (1 − u) + b u

1 − t = (c− a) (1 − u) + (d− b) u
(21)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e
✿✿✿

1

2.2 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 2

S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl γ `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0), (P1;ω1) `eˇt
(P2;ω2) `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o“n˚i`qfi˚u`e C.

S̀o˘i˚t h `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (18).
A˜l´o˘r¯s γ◦h `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl, `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o“n˚i`qfi˚u`e C, `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ

`d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Q0;̟0), (Q1;̟1) `eˇt (Q2;̟2) `d`o“n‹n`éṡ `d`a‹n¯s ˜l´e ˚t´a˜b˝l´e´a˚uffl 2.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

4 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

:
✿✿✿✿✿

[2]
�

17



Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

γ (t) = (1 − t)2 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 2t (1 − t) ⊙ (P1;ω1) ⊕ t2 ⊙ (P2;ω2)

E”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (21), ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(1 − t)2 ⊙ (P0;ω0)

= ((c− a) (1 − u) + (d− b) u)2 ⊙ (P0;ω0)

= (c− a)2 (1 − u)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a) (d− b) 2u (1 − u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− b)2
u2 ⊙ (P0;ω0)

2t (1 − t) ⊙ (P1;ω1)

= 2 (a (1 − u) + b u) ((c− a) (1 − u) + (d− b) u) ⊙ (P1;ω1)

= 2a (c− a) (1 − u)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ (b (c− a) + a (d− b)) 2u (1 − u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 2b (d− b) u2 ⊙ (P1;ω1)

t2 ⊙ (P2;ω2)

= (a (1 − u) + b u)2 ⊙ (P2;ω2)

= a2 (1 − u)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ ab 2u (1 − u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ b2 u2 ⊙ (P2;ω2)

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˚r`e´gˇr`o˘u¯p`eˇrffl ˜l´eṡ ˚t´eˇr‹m`eṡ `e›nffl (1 − u)2, 2u (1 − u) `eˇt u2.
�

S̊iffl ω0 `eˇt ω2 ¯sfi`o“n˚t `d`eˇu‹x ˚r`é´e¨lṡ ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ, ¯p˚r`e›n`a‹n˚t a = 0, c =
1√
ω0

`eˇt b = d =
1√
ω2

,
”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

ω1 6= 0 =⇒ RQBC {(P0;ω0) ; (P1;ω1) ; (P2;ω2)} = RQBC

{
(P0; 1) ;

(
P1;

ω1√
ω0 ω2

)
; (P2; 1)

}
(23)

`eˇt :

ω1 = 0 =⇒ RQBC
{
(P0;ω0) ;

(−→
P1; 0

)
; (P2;ω2)

}
= RQBC

{
(P0; 1) ;

(
1√
ω0 ω2

−→
P1; 0

)
; (P2; 1)

}
(24)
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(Q0;̟0) = (a− c)3 ⊙ (P0;ω0) ⊕ −3 a (c− a)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ −3a2 (c− a) ⊙ (P2;ω2) ⊕ −a3 ⊙ (P3;ω3)

(Q1;̟1) = (a− c)2 (b− d) ⊙ (P0;ω0) ⊕ (c− a) (3 a b− bc− 2 a d) ⊙ (P1;ω1)

⊕ a (3ab− 2bc − ad) ⊙ (P2;ω2) ⊕ −a2b⊙ (P3;ω3)

(Q2;̟2) = (d− b)2 (a− c) ⊙ (P0;ω0) ⊕ (d− b) (3ab− ad− 2bc) ⊙ (P1;ω1)

⊕ b (3ab− 2ad− bc) ⊙ (P2;ω2) ⊕ −b2a⊙ (P3;ω3)

(Q3;̟3) = (b− d)3 ⊙ (P0;ω0) ⊕ −3 b (d− b)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3b2 (b− d) ⊙ (P2;ω2) ⊕ −b3 ⊙ (P3;ω3)

(25)

T`a˜b˝l´e 3 – P̀o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 5.

2.3 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 3

S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl γ `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0), (P1;ω1),
(P2;ω2) `eˇt (P3;ω3), `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `cˇu˜b˘i`qfi˚u`e C.

S̀o˘i˚t h `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (18).
A˜l´o˘r¯s γ ◦ h `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl, `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `cˇu˜b˘i`qfi˚u`e C, `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ

”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Q0;̟0), (Q1;̟1), (Q2;̟2) `eˇt (Q3;̟3) `d`o“n‹n`éṡ `d`a‹n¯s ˜l´e ˚t´a˜b˝l´e´a˚uffl 3.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

5 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `cˇu˜b˘i`qfi˚u`e

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

:
✿✿✿✿✿

[2]
�

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

: ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

γ (t) = (1 − t)3 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 3t (1 − t)2 ⊙ (P1;ω1) ⊕ 3t2 (1 − t) ⊙ (P2;ω2) ⊕ t3 ⊙ (P3;ω3)

E”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (21), ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(1 − t)3 ⊙ (P0;ω0)

= ((c− a) (1 − u) + (d− b) u)3 ⊙ (P0;ω0)

= (c− a)3 (1 − u)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a)2 (d− b) 3u (1 − u)2 ⊙ (P0;ω0)
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⊕ (c− a) (d− b)2 3u2 (1 − u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− b)3
u3 ⊙ (P0;ω0)

3t (1 − t)2 ⊙ (P1;ω1)

= 3 (a (1 − u) + b u) ((c− a) (1 − u) + (d− b) u)2 ⊙ (P1;ω1)

= 3 (a (1 − u) + b u)
(
(c− a)2 (1 − u)2 + 2 (c− a) (d− b) u (1 − u) + (d− b)2

u2
)

⊙ (P1;ω1)

= 3a (c− a)2 (1 − u)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕
(
b (c− a)2 + 2a (c− a) (d− b)

)
3u (1 − u)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕
(
2b (d− b) + a (d− b)2

)
3u2 (1 − u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3b (d− b)3
u3 ⊙ (P1;ω1)

3t2 (1 − t) ⊙ (P2;ω2)

= 3 (a (1 − u) + b u)2 ((c − a) (1 − u) + (d− b) u) ⊙ (P2;ω2)

= 3
(
a2 (1 − u)2 + 2a b u (1 − u) + b2 u2

)
((c− a) (1 − u) + (d− b) u) ⊙ (P2;ω2)

= 3a2 (c− a) (1 − u)3 ⊙ (P2;ω2)

⊕ (2ab (c− a) + a2 (d− b)) 3u (1 − u)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ (b2 (c − a) + 2ab (d− b)) 3u2 (1 − u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3b2 (d− b) u3 ⊙ (P2;ω2)

t3 ⊙ (P3;ω3)

= (a (1 − u) + b u)3 ⊙ (P3;ω3)

= a3 (1 − u)3 ⊙ (P3;ω3)

⊕ a2b 3u (1 − u)2 ⊙ (P3;ω3)

⊕ ab2 3u2 (1 − u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ b3 u3 ⊙ (P3;ω3)

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˚r`e´gˇr`o˘u¯p`eˇrffl ˜l´eṡ ˚t´eˇr‹m`eṡ `e›nffl (1 − u)3, 3u (1 − u)2, 3u2 (1 − u) `eˇt u3.
�

2.4 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 4
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(Q0;̟0) = (c− a)4 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 4a (c− a)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 6a2 (c− a)2 ⊙ (P2;ω2) ⊕ 4a3 (c− a) ⊙ (P3;ω3) ⊕ a4 ⊙ (P4;ω4)

(Q1;̟1) = (c− a)3 (d− b) ⊙ (P0;ω0)

⊕
(
3a (c− a)2 (d− b) + b (c− a)3

)
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (a (c− a) (a (d− b) + b (c− a))) ⊙ (P2;ω2)

⊕ (3a2 (c− a) b+ a3 (d− b)) ⊙ (P3;ω3) ⊕ a3b⊙ (P4;ω4)

(Q2;̟2) = (c− a)2 (d− b)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕
(
2b (c − a)2 (d− b) + 2a (c− a) (d− b)2

)
⊙ (P1;ω1)

⊕
(
(a (d− b) + b (c− a))2 + 2a (c− a) b (d− b)

)
⊙ (P2;ω2)

⊕ (2a (c− a) b2 + 2a2 b (d− b)) ⊙ (P3;ω3) ⊕ a2b2 ⊙ (P4;ω4)

(Q3;̟3) = (c− a) (d− b)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕
(
a (d− b)3 + 3 (c− a) b (d− b)2

)
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3b (a (d− b) + b (c− a)) (d− b) ⊙ (P2;ω2)

⊕ (b3 (c− a) + 3a b2 (d− b)) ⊙ (P3;ω3) ⊕ ab3 ⊙ (P4;ω4)

(Q4;̟4) = (d− b)4 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 4b (d− b)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 6b2 (d− b)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 4b3 (d− b) ⊙ (P3;ω3) ⊕ b4 ⊙ (P4;ω4)

(26)

T`a˜b˝l´e 4 – P̀o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 6.

S̀o˘i˚t γ ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e
(P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2), (P3;ω3) `eˇt (P4;ω4).

S̀o˘i˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e h `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (18).
A˜l´o˘r¯s γ ◦ h `eṡfi˚t ˚u‹nffl `a˚r`c `a‹y´a‹n˚t ”m`ê›m`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t `qfi˚u`e γ ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´é ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle

B`éˇzˇi`eˇrffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Q0;̟0), (Q1;̟1),
(Q2;̟2), (Q3;̟3) `eˇt (Q4;̟4) `d`o“n‹n`éṡ `d`a‹n¯s ˜l´e ˚t´a˜b˝l´e´a˚uffl 4.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

6

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

: .
�

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

: ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

γ (t) = (1 − t)4⊙(P0;ω0)⊕4t (1 − t)2⊙(P1;ω1)⊕6t2 (1 − t)2⊙(P2;ω2)⊕4 (1 − t) t3⊙(P3;ω3)⊕t4⊙(P4;ω4)
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E”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (21), ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(1 − t)4 ⊙ (P0;ω0)

= ((c− a) (1 − u) + (d− b) u)4 ⊙ (P0;ω0)

= (c− a)4 (1 − u)4 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a)3 (d− b) 4u (1 − u)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a)2 (d− b)2 6u2 (1 − u)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a) (d− b)3 4u3 (1 − u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− b)4
u4 ⊙ (P0;ω0)

= (c− a)4
B04 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a)3 (d− b) B14 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a)2 (d− b)2
B24 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− a) (d− b)3
B34 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− b)4
B44 (u) ⊙ (P0;ω0)

4t (1 − t)3 ⊙ (P1;ω1)

= 4 (a (1 − u) + b u) ((c− a) (1 − u) + (d− b) u)3 ⊙ (P1;ω1)

= 4 (a (1 − u) + b u)
(
(c− a)3 (1 − u)3 + 3 (c− a)2 (d− b) u (1 − u)2

)
⊙ (P1;ω1)

⊕ 4 (a (1 − u) + b u)
(
3 (c− a) (d− b)2

u2 (1 − u) + (d− b)3
u3
)

⊙ (P1;ω1)

=
(
4a (c− a)3 (1 − u)4 + 3a (c− a)2 (d− b) 4u (1 − u)3

)
⊙ (P1;ω1)

⊕
(
b (c− a)3 4u (1 − u)3 + 2b (c− a)2 (d− b) 6u2 (1 − u)2

)
⊙ (P1;ω1)

⊕
(
2a (c− a) (d− b)2 6u2 (1 − u)2 + a (d− b)3 4u3 (1 − u)

)
⊙ (P1;ω1)

⊕
(
3 (c− a) b (d− b)2 4u3 (1 − u) + 4b (d− b)3

u4
)

⊙ (P1;ω1)

= 4a (c− a)3
B04 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕
(
3a (c− a)2 (d− b) + b (c− a)3

)
B14 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕
(
2b (c − a)2 (d− b) + 2a (c− a) (d− b)2

)
B24 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕
(
a (d− b)3 + 3 (c− a) b (d− b)2

)
B34 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 4b (d− b)3
B44 (u) ⊙ (P1;ω1)

6t2 (1 − t)2 ⊙ (P2;ω2)
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= 6 (a (1 − u) + b u)2 ((c − a) (1 − u) + (d− b) u)2 ⊙ (P2;ω2)

= 6
(
a (c− a) (1 − u)2 + (a (d− b) + b (c− a))u (1 − u) + b (d− b) u2

)2 ⊙ (P2;ω2)

=
(
6a2 (c− a)2 (1 − u)4 + (a (d− b) + b (c− a))2 6u2 (1 − u)2 + 6b2 (d− b)2

u4
)

⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 (a (c− a) (a (d− b) + b (c − a))) 4u (1 − u)3 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 2
(
a (c− a) b (d− b) 6 (1 − u)2

u2
)

⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 (a (d− b) + b (c− a)) b (d− b) 4u3 (1 − u) ⊙ (P2;ω2)

= 6a2 (c− a)2
B04 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 (a (c− a) (a (d− b) + b (c − a))) B14 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕
(
(a (d− b) + b (c− a))2 + 2a (c− a) b (d− b)

)
B24 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 (a (d− b) + b (c− a)) b (d− b) B34 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 6b2 (d− b)2
B44 (u) ⊙ (P2;ω2)

4t3 (1 − t) ⊙ (P3;ω3)

= 4 (a (1 − u) + b u)3 ((c − a) (1 − u) + (d− b) u) ⊙ (P3;ω3)

= 4
(
a3 (1 − u)3 + 3a2 b u (1 − u)2 + 3a b2 u2 (1 − u) + b3 u3

)
((c− a) (1 − u) + (d− b) u) ⊙ (P3;ω3)

=
(
4a3 (c− a) (1 − u)4 + 3a2 (c− a) b 4u (1 − u)3

)
⊙ (P3;ω3)

⊕
(
2a (c− a) b2 6u2 (1 − u)2 + b3 (c− a) 4u3 (1 − u)

)
⊙ (P3;ω3)

⊕
(
a3 (d− b) 4u (1 − u)3 + 2a2 b (d− b) 6u2 (1 − u)2 + 3a b2 (d− b) 4u3 (1 − u) + 4b3 (d− b) u4

)
⊙ (P3;ω3)

= 4a3 (c− a) B04 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ (3a2 (c− a) b+ a3 (d− b)) B14 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ (2a (c− a) b2 + 2a2 b (d− b)) B24 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ (b3 (c − a) + 3a b2 (d− b))B34 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 4b3 (d− b) B44 (u) ⊙ (P3;ω3)

t4 ⊙ (P4;ω4)

= (a (1 − u) + b u)4 ⊙ (P4;ω4)

= a4 (1 − u)4 ⊙ (P4;ω4)

⊕ a3b 4u (1 − u)3 ⊙ (P4;ω4)

⊕ a2b2 6u2 (1 − u)2 ⊙ (P4;ω4)
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⊕ ab3 4u3 (1 − u) ⊙ (P4;ω4)

⊕ b4 u4 ⊙ (P4;ω4)

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˚r`e´gˇr`o˘u¯p`eˇrffl ˜l´eṡ ˚t´eˇr‹m`eṡ `e›nffl (1 − u)4, 4u (1 − u)3, 6u2 (1 − u)2, 4u4 (1 − u) `eˇt u4.
�

S̀o˘i˚t γ ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e `d`e´gˇr`é n `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ((Pi;ωi))i∈[[0;n]]

`a‹vfle´c ω0 > 0 `eˇt ω4 > 0.
S̀o˘i˚t b = 4

√
1

ω4
`eˇt c = 4

√
1

ω0
`eˇt h `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl :

h : R −→ R

u 7−→ b u

c (1 − u) + b u

(27)

`a˜l´o˘r¯s γ ◦ h `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ((Qi;̟i))i∈[[0;n]]

`a‹vfle´c :
(Q0;̟0) =

(
4

√
1

ω0

)4

⊙ (P0;ω0) =
1

ω0
⊙ (P0;ω0) = (P0; 1) (28)

(Q1;̟1) = 4

√
1

ω4

4

√
1

ω3
0

⊙ (P1;ω1) =︸︷︷︸
ω1 6=0


P1;

ω1

4

√
ω3

0ω4


 (29)

(Q2;̟2) =

√
1

ω0ω4
⊙ (P2;ω2) =︸︷︷︸

ω2 6=0

(
P2;

ω2√
ω0ω4

)
(30)

(Q3;̟3) = 4

√
1

ω0

4

√
1

ω3
4

⊙ (P3;ω3) =︸︷︷︸
ω3 6=0


P3;

ω3

4

√
ω0ω

3
4


 (31)

(Q4;̟4) =

(
4

√
1

ω4

)4

⊙ (P4;ω4) =
1

ω4
⊙ (P4;ω4) = (P4; 1) (32)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e
✿✿✿

4 :C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t 0 `eˇt 1

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

:
✿✿✿✿✿

[1]
✿

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `dffl’˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 6 `a‹vfle´c a = 0, b = d = 4

√
1

ω4
`eˇt c = 4

√
1

ω4
. Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s

c− a = 4

√
1

ω4

`eˇt b− d = 0.
�
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3 C˚i‹n`é›m`a˚tˇi`qfi˚u`e `eˇt `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e
`qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e

3.1 D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s `eˇt ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ˜f´o“n`d`a‹m`e›n˚t´a˜l
Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”v˘uffl `qfi˚uffl’˚u‹nffl `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e ¯p`eˇr‹m`eˇtˇt´a˚i˚t `d`e `c‚h`a‹nffl-

`g´eˇrffl ˜l´affl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `d`e ¯p`a˚r`c´o˘u˚r¯s `dffl’˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle, ”m`a˚i¯s ˚i˜l `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ”m`oˆd˚i˜fˇi`eˇrffl `d`e ˜f´a`ç´o“nffl
˚i‹n`d`éṗ`e›n`d`a‹n˚t´e ˜l´eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `a˚u‹x `d`eˇu‹x `e›xˇtˇr`é›m˚i˚t´éṡ `eˇt ˚i˜l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`a‹n¯s-
˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ˚r`é´gˇu˜lˇi`eˇrffl `e›nffl ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`e. P̀o˘u˚rffl ˚r`é´a˜lˇi¯sfi`eˇrffl `c´e ˚tˇr`a‹vˆa˚i˜l, ”n`o˘u¯s
˚i‹n˚tˇr`oˆd˚u˚i¯sfi`o“n¯s ˜l´e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e :

h2 (u) =
a (1 − u)2 + 2bu (1 − u) + cu2

d (1 − u)2 + 2eu (1 − u) + fu2
(33)

`eˇt ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Pi;ωi)i∈[[0;n]] `eṡfi˚t ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl
˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e (Qi;̟i)i∈[[0;2n]], ”m`a˚i¯s `c´eṡ `d`eˇu‹x `c´o˘u˚r˜bfleṡ
¯sfi`o“n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ”m`ê›m`e `c´o˘u˚r˜bfle ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t. S̊iffl ”n`o˘u¯s ”vˆo˘u˜l´o“n¯s `cˇr`é´eˇrffl `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ¯sfi˚t´a˚tˇi`o“n‹n`a˚i˚r`eṡ `àffl
˚u‹nffl `a˚u˚tˇr`e `e›n`d˚r`o˘i˚t `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t `qfi˚uffl’`a˚u‹x `e›xˇtˇr`é›m˚i˚t´éṡ `d`e ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl, ˚i˜l `eṡfi˚t
¯p˜lˇu¯s ¯jˇu`d˚i`cˇi`eˇu‹x `d`e `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl ˜f´a˚i˚r`e ˚u‹nffl `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e.

3.2 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 2

S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e γ `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0),
(P1;ω1) `eˇt (P2;ω2), `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o“n˚i`qfi˚u`e C.

S̀o˘i˚t h2 `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (33), `a˜l´o˘r¯s γ◦h2 `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e
`d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (Q0;̟0), (Q1;̟1), (Q2;̟2), (Q3;̟3) `eˇt (Q4;̟4) `d`e
¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o“n˚i`qfi˚u`e C ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`éṡ `d`a‹n¯s ˜l´e ˚t´a˜b˝l´e´a˚uffl 5.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

7 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`e´gˇr`é 2
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(Q0;̟0) = (d− a)2 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 2 a (d− a) ⊙ (P1;ω1) ⊕ a2 ⊙ (P2;ω2)

(Q1;̟1) = (b− e) (a− d) ⊙ (P0;ω0) ⊕ (a e+ b d− 2 a b) ⊙ (P1;ω1)

⊕ a b⊙ (P2;ω2)

(Q2;̟2) =
a c− a f + 2 e2 − 4 e b+ 2 b2 − c d+ f d

3
⊙ (P0;ω0)

⊕ 4 e b− 4 b2 − 2 a c+ a f + c d

3
⊙ (P1;ω1)

⊕ a c+ 2 b2

3
⊙ (P2;ω2)

(Q3;̟3) = (f − c) (e− b) ⊙ (P0;ω0) ⊕ (−2 b c+ b f + c e) ⊙ (P1;ω1)

⊕ c b⊙ (P2;ω2)

(Q4;̟4) = (c− f)2 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 2 c (f − c) ⊙ (P1;ω1) ⊕ c2 ⊙ (P2;ω2)

(34)

T`a˜b˝l´e 5 – C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`e´gˇr`é 2.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

: ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

1 − h (u) =
(d− a) (1 − u)2 + 2 (e− b) u (1 − u) + (f − c)u2

d (1 − u)2 + 2eu (1 − u) + fu2
(35)

`eˇt :
γ (t) = (1 − t)2 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 2t (1 − t) ⊙ (P1;ω1) ⊕ t2 ⊙ (P2;ω2)

E”nffl `a`d`a¯p˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e 1, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(1 − t)2 ⊙ (P0;ω0)

=
(
(d− a) (1 − u)2 + 2 (e− b) u (1 − u) + (f − c) u2

)2 ⊙ (P0;ω0)

= (d− a)2 (1 − u)4 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 2 (e− b) (d− a) 2u (1 − u)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕
(
4 (e− b)2 + 2 (d− a) (f − c)

)
u2 (1 − u)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 4 (e− b) (f − c) u3 (1 − u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)4
u4 ⊙ (P0;ω0)

= (d− a)2 (1 − u)4 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b) (d− a) 4u (1 − u)3 ⊙ (P0;ω0)
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⊕ 2 (e− b)2 + (d− a) (f − c)

3
6u2 (1 − u)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b) (f − c) 4u3 (1 − u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)4
u4 ⊙ (P0;ω0)

2t (1 − t) ⊙ (P1;ω1)

= 2
(
a (1 − u)2 + 2bu (1 − u) + cu2

) (
(d− a) (1 − u)2 + 2 (e− b) u (1 − u) + (f − c) u2

)
⊙ (P1;ω1)

= 2a (d− a) (1 − u)4 ⊙ (P1;ω1)

⊕ (a (e− b) + b (d− a)) 4u (1 − u)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ a (f − c) + c (d− a)

3
6u2 (1 − u)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ (b (f − c) + c (e− b)) 4u3 (1 − u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ c (f − c) u4 ⊙ (P1;ω1)

t2 ⊙ (P2;ω2)

=
(
a (1 − u)2 + 2bu (1 − u) + cu2

)2 ⊙ (P2;ω2)

= a2 (1 − u)4 ⊙ (P2;ω2)

⊕ ab 4u (1 − u)3 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 2b2 + ac

3
6u2 (1 − u)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ bc 4u3 (1 − u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c2 u4 ⊙ (P2;ω2)

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˚r`e´gˇr`o˘u¯p`eˇrffl ˜l´eṡ ˚t´eˇr‹m`eṡ `e›nffl (1 − u)4, 4u (1 − u)3 , 6u2 (1 − u)2, 4u3 (1 − u)`eˇt u4.
�

3.3 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 3

27



S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e γ `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0),
(P1;ω1), (P2;ω2) `eˇt (P3;ω3), `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `cˇu˜b˘i`qfi˚u`e C.

S̀o˘i˚t h2 `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (33), `a˜l´o˘r¯s γ ◦ h2 `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e
`d`e´gˇr`é 6 `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (Q0;̟0), (Q1;̟1), (Q2;̟2), (Q3;̟3), (Q4;̟4),
(Q5;̟5) `eˇt (Q6;̟6) `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle C ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`éṡ `d`a‹n¯s ˜l´eṡ ˚t´a˜b˝l´e´a˚u‹x 6 `eˇt7 .

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

8 C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`e´gˇr`é 3

(Q0;̟0) = (d− a)3 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 3 a (d− a)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 a2 (d− a) ⊙ (P2;ω2) ⊕ a3 ⊙ (P3;ω3)
(36)

(Q1;̟1) = (a− d)2 (e− b) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (a− d) (3 b a− b d− 2 a e) ⊙ (P1;ω1)

⊕ a (2 b d+ a e− 3 b a) ⊙ (P2;ω2)

⊕ a2 b⊙ (P3;ω3)

(37)

(Q2;̟2) = (d− a)
4 (e− b)2 + (d− a) (f − c)

5
⊙ (P0;ω0)

⊕ (a− d) (3 c a− c d− 2 a f) + 4 ∗ (b− e) (3 a b− a e− 2 b d)

5
⊙ (P1;ω1)

⊕ a (2 c d+ a f − 3 c a) + 4b (2 a e+ b d− 3 a b)

5
⊙ (P2;ω2)

⊕ 1

5
a
(
a c+ 4b2

)
⊙ (P3;ω3)

(38)

(Q3;̟3) = (e− b)
2 (e− b)2 + 3 (c− f) (a− d)

5
⊙ (P0;ω0)

⊕ 3

5
((f − c) (a e+ b d− 2 a b) + (b− e) (a c− c d+ 2 b (b− e))) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3

5

(
2b2 (e− b) + a b f + a c e+ b c d− 3 a b c

)
⊙ (P2;ω2)

⊕ b

5

(
2b2 + 3ac

)
⊙ (P3;ω3)

(39)

T`a˜b˝l´e 6 – C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`e´gˇr`é 3, ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p`a˚r˚tˇi`e.
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(Q4;̟4) = (f − c)
4 (b− e)2 + (f − c) (d− a)

5
⊙ (P0;ω0)

⊕ 4 (b− e) (3 c b− c e− 2 b f) + (c− f) (3 a c− a f − 2 c d)

5
⊙ (P1;ω1)

⊕ 4b (2 c e+ b f − 3 c b) + c (2 a f + c d− 3 a c)

5
⊙ (P2;ω2)

⊕ c

5

(
4b2 + c a

)
⊙ (P3;ω3)

(40)

(Q5;̟5) = (f − c)2 (e− b) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (c− f) (3 b c− b f − 2 c e) ⊙ (P1;ω1)

⊕ c (2 b f + c e− 3 b c) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c2 b⊙ (P3;ω3)

(41)

(Q6;̟6) = (f − c)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 c (f − c)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 c2 (f − c) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c3 ⊙ (P3;ω3)

(42)

T`a˜b˝l´e 7 – C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`e´gˇr`é 3, ¯sfi`e´c´o“n`d`e ¯p`a˚r˚tˇi`e.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

: ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s

(B02 (u))3 = B06 (u) B02 (t)B22 (t)2 =
1

15
B46 (u)

(B12 (u))3 =
2

5
B36 (u) B02 (t)B12 (t)2 =

4

15
B26 (u)

(B22 (u))3 = B66 (u) B12 (t)2
B22 (t) =

1

15
B46 (u)

B02 (t)2
B12 (t) =

1

3
B16 (u) B12 (t)B22 (t)2 =

1

3
B56 (u)

B02 (t)2
B22 (t) =

1

15
B26 (u) B02 (t)B12 (t)B22 (t) =

1

10
B36 (u)

`a˚i‹n¯sfi˚iffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (35) :

1 − h (u) =
(d− a) (1 − u)2 + 2 (e− b) u (1 − u) + (f − c)u2

d (1 − u)2 + 2eu (1 − u) + fu2
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`eˇt :

γ (t) = (1 − t)3 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 3t (1 − t) ⊙ (P1;ω1) ⊕ 3 (1 − t) t2 ⊙ (P2;ω2) ⊕ t3 ⊙ (P3;ω3)

R`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s :

(a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 3a2b+ 3a2c+ 3ab2 + 6abc + 3ac2 + 3b2c+ 3bc2

E”nffl `a`d`a¯p˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e 1, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s :

(1 − t)3 ⊙ (P0;ω0)

=
(
(d− a)B02 (u)2 + (e− b)B12 (u) + (f − c)B22 (u)

)3 ⊙ (P0;ω0)

= (d− a)3
B02 (u)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b)3
B12 (u)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)3
B22 (u)3 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (a− d)2 (e− b)B02 (u)2
B12 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (a− d)2 (f − c)B02 (u)2
B22 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (b− e)2 (f − c)B12 (u)2
B22 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (f − c)2 (d− a)B02 (u)B22 (u)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (f − c)2 (e− b)B12 (u)B22 (u)2 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 6 (e− b) (c− f) (a− d)B02 (u)B12 (u)B22 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (e− b)2 (d− a)B02 (u)B12 (u)2 ⊙ (P0;ω0)

= (d− a)3
B06 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b)3 2

5
B36 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)3
B66 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (a− d)2 (e− b)B16 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− a)2 (f − c)
1

5
B26 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b)2 (d− a)
4

5
B26 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (b− e)2 (f − c)
1

5
B46 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ 4 (f − c)2 (d− a)
1

5
B46 (u) ⊙ (P0;ω0)
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⊕ (f − c)2 (e− b)B56 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b) (c− f) (a− d)
3

5
B36 (u) ⊙ (P0;ω0)

= (d− a)3
B06 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (a− d)2 (e− b)B16 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− a)
4 (e− b)2 + (d− a) (f − c)

5
B26 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (e− b)
2 (e− b)2 + 3 (c− f) (a− d)

5
B36 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)
(b− e)2 + 4 (f − c) (d− a)

5
B46 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)2 (e− b)B56 (u) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)3
B66 (u) ⊙ (P0;ω0)

3t (1 − t)2 ⊙ (P1;ω1)

= 3 (aB02 (u) + bB12 (u) + cB22 (u)) ((d− a)B02 (u) + (e− b)B12 (u) + (f − c)B22 (u))2 ⊙ (P1;ω1)

= 3 a (d− a)2
B02 (u)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 b (e− b)2
B12 (u)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 c (f − c)2
B22 (u)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (a− d) (3 b a− b d− 2 a e) B02 (u)2
B12 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (a− d) (3 c a− c d− 2 a f) B02 (u)2
B22 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (b− e) (3 c b− c e− 2 b f) B12 (u)2
B22 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (c− f) (3 a c− a f − 2 c d) B02 (u) B22 (u)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (c− f) (3 b c− b f − 2 c e) B12 (u) B22 (u)2 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 6 (3 a b c− 2 a b f − 2 a c e+ a f e− 2 b c d+ b f d+ c e d) B02 (u) B12 (u) B22 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ −3 (e− b) (3 a b− a e− 2 b d) B02 (u) B12 (u)2 ⊙ (P1;ω1)

= 3 a (d− a)2
B06 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ b (e− b)2 6

5
B36 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 c (f − c)2
B66 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (a− d) (3 b a− b d− 2 a e) B16 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (a− d) (3 c a− c d− 2 a f)
1

5
B26 (u) ⊙ (P1;ω1)
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⊕ (b− e) (3 c b− c e− 2 b f)
4

5
B46 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (c− f) (3 a c− a f − 2 c d)
1

5
B46 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (c− f) (3 b c− b f − 2 c e) B56 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (3 a b c− 2 a b f − 2 a c e+ a f e− 2 b c d+ b f d+ c e d)
3

5
B36 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (b− e) (3 a b− a e− 2 b d)
4

5
B26 (u) ⊙ (P1;ω1)

= 3 a (d− a)2
B06 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (a− d) (3 b a− b d− 2 a e) B16 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (a− d) (3 c a− c d− 2 a f) + 4 (b− e) (3 a b− a e− 2 b d)

5
B26 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3

5
((f − c) (a e+ b d− 2 a b) + (b− e) (a c− c d+ 2 b (b− e))) B36 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 4 (b− e) (3 c b− c e− 2 b f) + (c− f) (3 a c− a f − 2 c d)

5
B46 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ (c− f) (3 b c− b f − 2 c e) B56 (u) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 c (f − c)2
B66 (u) ⊙ (P1;ω1)

3t2 (1 − t) ⊙ (P2;ω2)

= 3 (aB02 (u) + bB12 (u) + cB22 (u))2 ((d− a)B02 (u) + (e− b)B12 (u) + (f − c)B22 (u)) ⊙ (P2;ω2)

= 3 a2 (d− a) B02 (u)3 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 b2 (e− b) B12 (u)3 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 c2 (f − c) B22 (u)3 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 a (2 b d+ a e− 3 b a) B02 (u)2
B12 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 a (2 c d+ a f − 3 c a) B02 (u)2
B22 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 b (2 c e+ b f − 3 c b) B12 (u)2
B22 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 c (2 a f + c d− 3 a c) B02 (u) B22 (u)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 c (2 b f + c e− 3 b c) B12 (u) B22 (u)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 6 (a b f + a c e+ b c d− 3 a b c) B02 (u) B12 (u) B22 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 b (2 a e+ b d− 3 a b) B02 (u) B12 (u)2 ⊙ (P2;ω2)

= 3 a2 (d− a) B06 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ b2 (e− b)
6

5
B36 (u) ⊙ (P2;ω2)
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⊕ 3 c2 (f − c) B66 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ a (2 b d+ a e− 3 b a) B16 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ a (2 c d+ a f − 3 c a)
1

5
B26 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ b (2 c e+ b f − 3 c b)
4

5
B46 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c (2 a f + c d− 3 a c)
1

5
B46 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c (2 b f + c e− 3 b c) B56 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ (a b f + a c e+ b c d− 3 a b c)
3

5
B36 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ b (2 a e+ b d− 3 a b)
4

5
B26 (u) ⊙ (P2;ω2)

= 3 a2 (d− a) B06 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ a (2 b d+ a e− 3 b a) B16 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ a (2 c d+ a f − 3 c a) + 4b (2 a e+ b d− 3 a b)

5
B26 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3

5

(
2b2 (e− b) + a b f + a c e+ b c d− 3 a b c

)
B36 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 4b (2 c e+ b f − 3 c b) + c (2 a f + c d− 3 a c)

5
B46 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c (2 b f + c e− 3 b c) B56 (u) ⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 c2 (f − c) B66 (u) ⊙ (P2;ω2)

t3 ⊙ (P3;ω3)

=
(
a (1 − u)2 + 2bu (1 − u) + cu2

)3 ⊙ (P3;ω3)

= a3 B02 (u)3 ⊙ (P3;ω3)

⊕ b3 B12 (u)3 ⊙ (P3;ω3)

⊕ c3 B22 (u)3 ⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 a2 bB02 (u)2
B12 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 a2 cB02 (u)2
B22 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 b2 cB12 (u)2
B22 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 c2 aB02 (u) B22 (u)2 ⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 c2 bB12 (u) B22 (u)2 ⊙ (P3;ω3)
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⊕ 6 c b aB02 (u) B12 (u) B22 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 b2 aB02 (u) B12 (u)2 ⊙ (P3;ω3)

= a3 B06 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ b3 2

5
B36 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c3 B66 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ a2 bB16 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ a2 c
1

5
B26 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 4 b2 c
1

5
B46 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c2 a
1

5
B46 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c2 bB56 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c b a
3

5
B36 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ b2 a
4

5
B26 (u) ⊙ (P3;ω3)

= a3 B06 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ a2 bB16 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 1

5
a
(
a c+ 4b2

)
B26 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ 2

5
b
(
b2 + ac

)
B36 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c

5

(
4b2 + c a

)
B46 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c2 bB56 (u) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c3 B66 (u) ⊙ (P3;ω3)

�

3.4 C`a¯s `d˚uffl `d`e´gˇr`é 4
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S̀o˘i˚t ˚u‹n`e `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e γ `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (P0;ω0),
(P1;ω1), (P2;ω2), (P3;ω3) `eˇt (P4;ω4), `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `qfi˚u`a˚r˚tˇi`qfi˚u`e C.

S̀o˘i˚t h2 `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e (33), `a˜l´o˘r¯s γ ◦ h2 `eṡfi˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e B`éˇzˇi`eˇrffl `d`e
`d`e´gˇr`é 8 `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e `c´o“n˚tˇr`ô˝l´e ”m`a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ (Q0;̟0), (Q1;̟1), (Q2;̟2), (Q3;̟3), (Q4;̟4),
(Q5;̟5), (Q6;̟6), (Q7;̟7) `eˇt (Q8;̟8) `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle C `a‹vfle´c :

(Q0;̟0) = (d− a)4 ⊙ (P0;ω0) ⊕ 4a (d− a)3 ⊙ (P1;ω1)

⊕ 6 a2 (d− a)2 ⊙ (P2;ω2) ⊕ 4 a3 (d− a) ⊙ (P3;ω3) ⊕ a4 ⊙ (P4;ω4)

(43)

(Q1;̟1) = (d− a)3 (e− b) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− a)2 (b (d− a) + 3 a (e− b)) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 a (d− a) (b (d− a) + a (e− b)) ⊙ (P2;ω2)

⊕ a2 (3 b (d− a) + a (e− b)) ⊙ (P3;ω3)

⊕ a3 b⊙ (P4;ω4)

(44)

(Q2;̟2) = (d− a)2 (f − c) (d− a) + 6 (e− b)2

7
⊙ (P0;ω0)

⊕ (d− a)
(d− a) (12 b (e− b) − 3 a (c − f) − c (a− d)) + 12 a (e− b)2

7
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 ((d− a) (c a (d− 2 a) + f a2) + 12 a b (a b− a e− b d))

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 (2 a e (a e+ 2 b d) + 2 b d (2 a e+ b d))

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ a (12 b (d b+ a e− 2 a b) − a (3 c (a− d) + a (c − f)))

7
⊙ (P3;ω3)

⊕ a2 (c a+ 6 b2)

7
⊙ (P4;ω4)

(45)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

T‚h`é´o˘r`è›m`e
✿✿✿

9 : C‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`e´gˇr`é 4
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(Q3;̟3) = (e− b) (d− a)
3 (f − c) (d− a) + 4 (e− b)2

7
⊙ (P0;ω0)

⊕ 3
(d− a)2 (e− b) c+ (d− a)2 (f − c) b+ 4 (d− a) (e− b)2

b

7
⊙ (P1;ω1)

⊕ 2
3 (d− a) (e− b) (f − c) a+ 2 (e− b)3

a

7
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3
(d− a)2

b c+ 2 (d− a) (e− b) a c+ 4 (d− a) (e− b) b2

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ 3
2 (d− a) (f − c) a b+ 6 (e− b)2

a b+ (e− b) (f − c) a2

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ 6 (d− a) a b c+ 4 (d− a) b3 + 3 (e− b) a2 c

7
⊙ (P3;ω3)

⊕ 3
4 (e− b) a b2 + (f − c) a2 b

7
⊙ (P3;ω3)

⊕ a b
3 c a+ 4 b2

7
⊙ (P4;ω4)

(46)

(Q4;̟4) =
3 (d− a)2 (f − c)2 + 24 (d− a) (f − c) (e− b)2 + 8 (e− b)4

35
⊙ (P0;ω0)

⊕ 2
3 c (f − c) (d− a)2 + 12 c (d− a) (e− b)2 + 3 (f − c)2 (d− a) a

35
⊙ (P1;ω1)

⊕ 2
24 (f − c) (d− a) (e− b) b+ 12 (f − c) a (e− b)2 + 16 (e− b)3

b

35
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3
(d− a)2

c2

35
⊙ (P2;ω2)

⊕ 12
(d− a) c (f − c) a+ 4 (d− a) c b (e− b) + 2 (d− a) (f − c) b2

35
⊙ (P2;ω2)

⊕ 24
c a (e− b)2 + (f − c)2

a2 + 2 (f − c) a b (e− b) + 2 b2 (e− b)2

35
⊙ (P2;ω2)

⊕ 6
(d− a) c2 a + 4 (d− a) c b2 + c a2 (f − c)

35
⊙ (P3;ω3)

⊕ 8
6 c a b (e− b) + 3 a b2 (f − c) + 4 b3 (e− b)

35
⊙ (P3;ω3)

⊕ 3 c2 a2 + 24 c a b2 + 8 b4

35
⊙ (P4;ω4)

(47)
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(Q5;̟5) =
(f − c) (e− b)

(
3 (d− a) (f − c) + 4 (e− b)2

)

7
⊙ (P0;ω0)

⊕ 2
3 (d− a) (e− b) (f − c) c + 3 (d− a) (f − c)2

b+ 2 (e− b)3
c

7
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3
4 (e− b)2 (f − c) b+ (e− b) (f − c)2

a

7
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3
(d− a) c ((e− b) c+ 2 (f − c) b) + 2 (e− b) c (f − c) a

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ 3
4 (e− b)2

c b+ 4 (e− b) (f − c) b2 + (f − c)2
b a

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ 3 (d− a) c2 b+ 3 c (e− b) (c a+ 4 b2) + 6 c b a (f − c) + 4 b3 (f − c)

7
⊙ (P3;ω3)

⊕ c b (3 a c+ 4 b2)

7
⊙ (P4;ω4)

(48)

(Q6;̟6) =
(f − c)2

(
(d− a) (f − c) + 6 (e− b)2

)

7
⊙ (P0;ω0)

⊕ 3 (f − c)
(f − c)2

a + (f − c) ((d− a) c+ 4 (e− b) b) + 4 c (e− b)2

7
⊙ (P1;ω1)

⊕ 3
(f − c)2 (c a+ 2 b2) + (f − c) c ((d− a) c+ 8 b (e− b)) + 2 c2 (e− b)2

7
⊙ (P2;ω2)

⊕ c ((d− a) c2 + (f − c) (3 c a+ 12 b2) + 12 c b (e− b))

7
⊙ (P3;ω3)

⊕ c2 (a c+ 6 b2)

7
⊙ (P4;ω4)

(49)

(Q7;̟7) = (f − c)3 (e− b) ⊙ (P0;ω0)

⊕ (f − c)2 (3 (e− b) c+ (f − c) b) ⊙ (P1;ω1)

⊕ 3 (f − c) c ((e− b) c+ (f − c) b) ⊙ (P2;ω2)

⊕ c2 ((e− b) c+ 3 (f − c) b) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c3 b⊙ (P4;ω4)

(50)
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(Q8;̟8) = (f − c)4 ⊙ (P0;ω0)

⊕ 4 (f − c)3
c⊙ (P1;ω1)

⊕ 6 c2 (f − c)2 ⊙ (P2;ω2)

⊕ 4 c3 (f − c) ⊙ (P3;ω3)

⊕ c4 ⊙ (P4;ω4)

(51)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl
✿✿✿

: ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`é´e `a˚uffl ˜l´e´cˇt´eˇu˚r¯s.
�
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[1] J. P. Bécar. Forme (BR) des coniques et de leurs faisceaux. PhD thesis, Université de Valenciennes et

de Hainaut-Cambrésis, LIMAV, Décembre 1997.

[2] Jean-Paul Bécar, Laurent Fuchs, and Lionel Garnier. Courbe d’une fraction rationnelle et courbes de

bézier à points massiques. In GTMG 2019, Toulouse, France, 2019.

38


	1 Courbes de Bézier
	1.1  Définition des points massiques
	1.2  Courbes de Bézier rationnelles dans P"0365P
	1.3  Propriétés différentielles des courbes de Bézier en 0 et 1
	1.4  De Casteljau
	1.4.1 Cas du degré 2
	1.4.2 Cas du degré 3
	1.4.3 Cas du degré 4

	1.5  Augmentation du degré

	2 Changement de paramètres homographiques
	2.1  Définition et théorème fondamental
	2.2  Cas du degré 2
	2.3  Cas du degré 3
	2.4  Cas du degré 4

	3 Cinématique et changement de paramètre quadratique
	3.1  Définitions et théorème fondamental
	3.2  Cas du degré 2
	3.3  Cas du degré 3
	3.4  Cas du degré 4

	Références

